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Ejercicio 1 Considere un gas ideal monoatémico cudntico en su régimen clasico, en el podemos
definir la concentraciéon cuantica como el nimero de estados disponibles por unidad de volumen, esto
es una medida de la capacidad que tiene el ambiente de albergar particulas. Gracias a los resultados
anteriores podemos decir que:

v
(2rh? /M T)3/2

Con lo que la concentraciéon cuantica queda definida por:

=n,V =ny/n

7y =
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Utilizando esto encuentre:
a.-) Una expresion para el potencial quimico.
b.-) A partir de él encuentre la energfa libre de Helmholtz, la presién y la energia térmica del gas.

Solucién: a.-) En el régimen clésico la distribucién de Fermi-Dirac se transforma en la distribu-
cién de Maxwell Boltzmann.
1
E) =
(A ey e V. I

Donde hemos definido A = exp(pf3). El gas debe mantener un nimero de particulas constante cuando
se encuentra en equilibrio difusivo, esto puede escribirse como:

~exp [(1n — €)f] = Nexp(—¢/7)

N =X) exp(—fes) = A2
Usando el resultado del enunciado podemos escribir:
N = Ang,V — A =exp(p/7) =n/n,
Despejando esta ultima relacién podemos concluir que:
p=TIn(n/ng)

Si reemplazamos la expresion para la concentracién cudntica podemos reescribir la tltima ecuacién
como:

p=7[InN—-InV — glnT—i— gln(Qﬂ'TzQ/M)]
b.-) La energia libre de Helmholtz la podemos encontrar utilizando.

p=(0F/ON)|

TV
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F:T/[lnN—an— glm+ gln(QWHQ/M)]

En esta ultima expresion la tnica integral algo complicada es la del logaritmo, las otras contribuyen
solo con un factor N.

F=N7[lnN—-1-InV — gln7+ gln(27rh2/M)]

F = Nt[ln(n/ny) — 1]

Cabe notar que en estricto rigor deberiamos haber sumado en vez de haber integrado, esto se debe al
hecho que N es una variable discreta. En el caso que hubiesemos ejecutado la suma tendriamos:

F=> uN
N

debido a que el tnico término que depende de N es el logaritmo de él, tenemos que la correccién
debido esto es:

N
> mMN=In(1-2-3---N)=InN!
N=1

En el limite de N grande sabemos que In N! ~ NIn N — N, que es lo obtenido por la integral, por lo
que la correcciéon no es necesaria en este limite.

La presion la obtenemos utilizando:

P =—(0F/0V)|

N
Utilizando la energfa libre encontrada tenemos:

P=Nr/V
O sea, la ley de los gases (nuevamente :-))

Finalmente encontramos la energia térmica:
0 F
U=F+710=F—71(0F/0T =7 ==
(OF/ )’V’N or r
Utilizando la expresién encontrada para F' podemos concluir que:

U:gNT



Ejercicio 2 Para un gas de electrones tridimensionales encerrado en una caja cibica de largo L
encuentre:

a.-) El nivel de Fermi y la energfa de Fermi como funcién del ntimero de particulas presentes en el
sistema y su volumen.

b.-) La energia del estado fundamental del gas. Grafiquela y discuta su contribucién a las fuerzas
internas de la materia.

c.-) Encuentre el calor especifico electrénico en este régimen.

Solucién
a.-) El nivel de Fermi se define como el ultimo estado ocupado cuando el sistema se encuentra en
su estado fundamental, o sea a 7 = 0. En un gas de electrones tridiemnsionales podemos calcularle
exigiendo que el nimero de particulas en el sistema se mantenga fijo:
El nivel de Fermi se define como:
TL2 ™mg 2
= 2m< L >

y exigir un nimero constante de partiulas es equivalente a:

1 4r s
N=2---—n=_nd
g8 3 F 3°F
ng = (3N/7T)1/3
Reemplazando la dltima expresién en la primera, tenemos la energia de Fermi:

B2 [3r2N\%/°
€F2m< % > -

b.-) La energia del estado fundamental es la adicién de las energias de todos los niveles disponibles

hasta el de Fermi. 1 np
Uy =2 En>=2-—-4 d 2 En
o Z 3 7r/0 nn

n<ng

Reeemplazando la expresion encontrada para la energia de los niveles tenemos:

w3 (R\? [T
= (= dnn?
Yo 2m<L>/O nn
3

UQ: ENEF

Comentario: Usualmente podemos promediar usando la densidad de estados, el promedio de cualquier
variable fisica de un gas de electrones podemos obtenerlo utilizando:

(x) = / de D(e)f(e,7 1) X (e)

En 3 dimensiones la densidad de estado estd dada por:

3/2
b= V(2N g
€T om2 \ B2



Un ejercicio practico puede ser recuperar el resultado anterior usando esta expresion.

Continuacién podemos graficar la energia fundamental en funcién del volumen.
c.-) Para encontrar la capacidad calérica del gas de electrones debemos ver la variacién de la en-
ergia con respecto a la temperatura. La variaciéon de energia es:

AU = /oode D(e) f(e)s—/EF de D(e) e
0 0

Usando el hecho que el niimero de pariculas es constante podemos reescribir esta expresién como:
[e%} EF
AU = [ deDE) fe)e—r) - [ dDE) (e - )1 - £(2)
EFR 0

Ahora la derivamos con respecto a la temperatura. Como el inico término dependiente de esta es f(¢)
obtenemos:

Co = /Ooo de(e — EF)dJ;(:)D(E)

Considerando que la distribucién de Fermi-Dirac varia fuertemente sélo cerca de la energia de Fermi
podemos sacar la densidad de estados fuera de la integral evaludndola en la energia de Fermi.
df ()

Cy ~ D(ep)/ de(e —ep)——=
0 dT

Podemos derivar la distribucién de Fermi-Dirac y utilizar el hecho que para bajas temperaturas este
es aproximadamente igual a la energia de Fermi. Con esto podemos encontrar que:

df e—er exp (e —ep)/T
dr 72 exp (e —ep)/T+1)2

Reemplazando en la expresién anterior y haciendo el cambio x = (¢ — er)/7 podemos concluir que:

o) 2

— D 2__ ¢
Co=r1 (EF)/_EF/dex CESE



Esta integral puede ser aproximada para er >> 7, cambiando el integrando por —oco. La integral
resulta ser un nimero el cual vale 72 /3, con esto podemos concluir que:

2
C, = %D(aF)T

Como la densidad de estado evaluada en ep es:

3N
D(ep) = —
( F) QEF
tenemos que:
2
Ca=N%—
2 TF

Ejercicio 3 Considere un gas de electrones con una densidad de estados constante.
a.-) Encuentre su nivel de Fermi.

Dpo =N

entonces
Mo = N/D



